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В работе рассмотрено управление динамически несимметричным уравновешенным ша-
ром по плоскости в случае проскальзывания в точке контакта. Получены необходимые усло-
вия, при которых управление возможно. Построены конкретные алгоритмы управления
по заданной траектории.
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1. Введение
В связи с созданием и развитием новых систем передвижения, имеющих шаровую фор-
му, в последнее время активно исследуется динамика и возможность управления сферо-
роботами с различными внутренними механизмами [1–4, 7–10]. Одним из примеров яв-
ляется механизм, в котором с помощью роторов создается переменный гироскопический
момент [2, 3, 5, 6, 9]. В работах [2, 9] исследуется модель движения данной системы, осно-
ванная на неголономных связях, согласно которой проскальзывание отсутствует (то есть
скорость точки контакта равна нулю).
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С другой стороны, в реальных системах, как правило, проскальзывание присутствует
и оказывает значительное влияние на динамику всей системы. Задача об управлении при
помощи задания скоростей вращения роторов с учетом вязкого и сухого трения рассмот-
рена в работе [3]. Однако для случая сухого трения в указанной работе была допущена
неточность при решении возникающей системы уравнений для проекций скорости точки
контакта. В результате был сделан вывод о невозможности управления системой вдоль за-
данной траектории. В настоящей работе будет показано, что управление возможно (хотя
и с ограничениями), будут построены конкретные алгоритмы управления по различным
траекториям.
2. Управление при наличии сухого трения
Рис. 1
Рассмотрим движение динамически несимметрично-
го уравновешенного шара (центр масс совпадает с гео-
метрическим центром) по плоскости с учетом проскаль-
зывания в точке контакта. При этом уравнения движения
системы имеют вид
mV˙ = F , (˜IΩ +K )· = R × F , (1)
где m — масса шара, V , Ω — скорость центра масс и уг-
ловая скорость шара, K — гироскопический момент ро-
торов, F — сила трения, действующая в точке контакта
шара с плоскостью, R = −Rez — вектор, направленный из центра масс в точку контак-
та, I˜ — тензор инерции шара относительно центра масс в неподвижных осях, он связан
с главным тензором инерции I = diag(I1, I2, I3) соотношением
I˜ = QTIQ,
где Q — ортогональная матрица, параметризующая поворот подвижных осей Ce1e2e3 от-
носительно неподвижных Oexeyez (см. рис. 1). Для того чтобы скорость центра оставалась
параллельной плоскости, то есть Vz ≡ 0, будем полагать, что в уравнениях (1) сила также
удовлетворяет условию Fz ≡ 0.
Эти уравнения необходимо дополнить кинематическими соотношениями, описывающи-
ми вращение подвижных осей и движение центра масс; их можно представить в матричной
и скалярной форме следующим образом:
Q˙ = QΩ˜, Ω˜ij = εijkΩk,
x˙ = Vx, y˙ = Vy,
(2)
где εijk — тензор Леви-Чивиты, индексы i, j, k принимают значения x, y, z.
Система уравнений (1), (2) допускает векторный интеграл — угловой момент относи-
тельно точки контакта:
M = I˜Ω +K + mV ×R = const. (3)
В случае сухого трения
F = −μmg Vp|Vp|
= −μmg V + Ω×R|V + Ω×R| , (4)
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2014. T. 10. №1. С. 127–131
Комментарий к статье А.В.Борисова, А.А.Килина, И.С.Мамаева 129
где Vp — скорость точки контакта, μ — коэффициент сухого трения, g — ускорение свобод-
ного падения.
Нашей задачей является определение управляющего гироскопического момента K при
движении центра шара по заданной траектории r(s(t)), где s(t) — закон движения по тра-
ектории.
Из соотношений (1), (4) следует, что
1) для ускорения центра масс шара выполняется соотношение
r¨2 = μ2g2, (5)
2) невозможно определить модуль скорости точки контакта, а только ее направление.
Действительно, скорость точки контакта можно представить в виде
Vp = −|Vp| r¨
μg
,
и так как |r¨ | = μg, то Vp = −|Vp|i, где i = r¨|r¨ | — орт в направлении вектора ускорения r¨ .
Таким образом, |Vp| = λ может быть любой положительно-определенной функцией. При
движении по заданной траектории в общем случае λ(t) — функция времени. Если необ-
ходимо при управлении поддерживать постоянную скорость точки контакта, необходимо
выбрать λ = const.
Предложение. Для любой гладкой траектории r(s) существует такое управление,
при котором центр шара будет двигаться по заданной траектории по закону s(t), кото-
рый удовлетворяет уравнению
s¨2 + k(s)2s˙4 = μ2g2, (6)
где k(s) — кривизна траектории. При этом имеется произвол в выборе функции Ωz(t), ко-
торый можно использовать для некоторой дополнительной ориентации шара либо в про-
цессе движения, либо в конечной точке траектории.
Доказательство. Угловой момент относительно точки контакта (3) сохраняется, а сле-
довательно, на нулевом уровне этого интеграла гироскопический момент роторов, опреде-
ляющий управление, может быть получен из соотношения












где k = (0, 0, 1).
Таким образом, для нахождения управления необходимо:
– используя выражение для силы трения (4), из первого уравнения (1) определить Ωx(t),
Ωy(t),
– при помощи (7) определить управление K (t).
Замечание. В данном случае траектория движения может быть любой, но закон движения
строго фиксирован уравнением (6).
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Пример 1. Рассмотрим движение шара по прямой вдоль оси Ox с постоянным уско-




, y(t) = 0.
Угловую скорость шара найдем из первого уравнения (1) с заданным значением λ = const:












, Ωz(t) = 0.
Тогда гироскопический момент роторов —









Таким образом, поскольку в начальный момент времени угловая скорость не равна нулю,
параметр λ определяет начальное проскальзывание в точке контакта.
Пример 2. Рассмотрим движение шара по дуге окружности радиуса r по закону
x(t) = r cosωt, y(t) = r sinωt,
значение ω выберем так, чтобы выполнялось условие (5), то есть ω =
√
μg
r . В этом случае
угловые скорости имеют вид:

































Подставляя полученные соотношения в (7), найдем зависимость для гироскопического
момента, представленную на рисунке 2.
Рис. 2. Управляющий гироскопический момент роторов при движении сфероробота по дуге окруж-
ности за время прохождения шаром полной окружности при параметрах: μ = 0.2, I = diag(2, 3, 4),
R = 1, r = 0.5. Слева графики для λ = 1, справа — для λ = 4.
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